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Introducéo

Pegue numa grande quantidade de elétrons, restrinja-os a se mover em um plano bidimensional
e ligue um campo magnético forte. Esta configuracdo simples fornece a configuracdo para
alguns dos resultados mais maravilhosos e surpreendentes da fisica. Estes fendmenos séo
conhecidos coletivamente como o efeito Hall Quantico.

e?

A condutividade do Hall leva valores quantificados, o, = V. Originalmente, descobriu-se

que v é, com extraordinaria precisdo, um valor inteiro [1]. E claro que estamos muito
acostumados com as coisas que estdo sendo quantificadas no nivel atbmico microscopico. Mas
isso é algo diferente. E a quantizacdo de uma propriedade macroscdpica emergente em um
sistema cheio de impurezas e desordem que envolve muitas particulas e sua explicacédo requer
algo novo. Acontece que essa novidade € o papel que a topologia pode desempenhar em
sistemas quanticos de muitos corpos.

Posteriormente, verificou-se que v ndo esta restrito apenas a ter valores inteiros, mas também
pode assumir valores racionais muito especificos. As fracbes mais proeminentes
experimentalmente sdo v = 1/3 e v = 2/5, mas ha muitas fragdes que foram vistas [2]. Isso
precisa de outro ingrediente. Desta vez, sdo as interagdes entre elétrons que resultam em um
estado quantico altamente correlacionado que é agora reconhecido como um novo estado da
matéria. E aqui que as coisas mais notaveis acontecem. As particulas carregadas que circulam
em torno desses sistemas carregam uma fracdo da carga do elétron, como se o elétron se
dividisse em varias partes. No entanto, isso ocorre apesar do fato de que o elétron é (e
permanece!) um constituinte indivisivel da matéria.

Na verdade, ndo é apenas a carga do elétron que fraciona: isso também acontece com as
"estatisticas" do elétron. Sendo o elétron é um férmion, o que significa que a distribuicdo de
muitos elétrons € governada pela funcdo de distribuicdo Fermi-Dirac. Quando o elétron se
divide, 0 mesmo acontece com a natureza fermidnica. Os constituintes individuais ndo sdo mais
férmions, mas também n&o sdo bosons. Em vez disso, sdo novas entidades conhecidas como
anions que, nos casos mais simples, se situam em algum lugar entre bosons e férmions. Em
exemplos mais complicados, até mesmo essa descri¢do € quebrada: os objetos resultantes séo
chamados de ndo-abelianos e fornecem a incorporacdo fisica do tipo de entrelagcamento nédo-
local famoso na mecéanica quéntica[3].

Devido a esse tipo de comportamento impressionante, o efeito Hall quantico tem sido uma fonte
constante de novas ideias, fornecendo dicas de onde procurar por fendmenos interessantes e
novos, a maioria deles relacionada as maneiras pelas quais a matematica da topologia colide
com a fisica quantica. Exemplos importantes incluem o assunto de isolantes topoldgicos, ordem
topoldgica e computacdo quantica topologica. Todos eles tém sua génese no efeito Hall
quantico.

Subjacente a todos esses fendmenos estd um impressionante edificio tedrico, que envolve um
tour por alguns dos mais belos e importantes desenvolvimentos da fisica tedrica e matematica
nas ultimas décadas. O primeiro ataque ao problema centrou-se nos detalhes microscopicos das



funcGes de onda do elétron. Abordagens subsequentes olharam para o sistema de uma
perspectiva de campo mais grosseira, onde uma construcdo sutil conhecida como teoria de
Chern-Simons desempenha o papel principal [4]. No entanto, outra perspectiva vem da borda
da amostra, em que certas excitacdes vivem, que sabem mais sobre 0 que estd acontecendo
dentro do que vocé imagina. O principal objetivo deste trabalho é descrever essas diferentes
abordagens e ao relagdes surpreendentes entre elas.

I- O efeito Hall classico

O original e cléssico efeito Hall foi descoberto em 1879 por Edwin Hall. E uma consequéncia
simples do movimento de particulas carregadas em um campo magnético.
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A montagem experimental consiste em ligar um campo magnético

-
constante, B apontando na direcdo z. Enquanto isso, 0s elétrons B, | \v 6, //
estdo restritos a se mover apenas no (x, y). Uma corrente constante /e

| é feita para fluir na direcéo x. O efeito Hall é a afirmacéo de que f/ }"'

isso induz uma voltagem Vy na direcdo y. Isso é mostrado na —
figura a direita.

O efeito Hall surge do fato de que um campo magnético faz com que particulas carregadas se
movam em circulos. Vamos lembrar o basico. A equacao de movimento para uma particula de

i v I
Massa m e carga e em um campo magnético é dado por m— = —e? X B.

Quando o campo magnético aponta na dire¢do z, de modo que B = (0,0, B), e a particula se
move somente no plano transversal, entdo v = (x, y, 0), as equagdes de movimento tornam-se
duas equagdes diferenciais acopladas cuja solucdo sdo: x(t) = X — Rsin(wgt+ ¢) €

y(t) =Y + Rcos(wgt + @) , onde wp = % é a frequéncia ciclotronica.

Resistividade & Resisténcia

A resistividade é definida como o inverso da condutividade. Isto permanece verdadeiro quando
Pxx pxy)

ambos sdo matrizes, p = o~ = (_
pxy pyy

Os componentes fora do diagonal do tensor de resistividade, py,, possuem algumas
propriedades bastante agradaveis. Primeiro, eles sdo independentes do tempo de espalhamento
1. Isso significa que eles captam algo fundamental sobre o material em si, €m 0OpOSICA0 aos
impurezas do material que € responsavel pelo espalhamento.

A segunda boa propriedade € fazer o que medimos. Normalmente
medimos a resisténcia R, que difere da resistividade p por fatores
geometricos. No entanto, para p,, essas duas coisas coincidem, isto €,
Pxy = Ryy. Agora temos tudo o que precisamos para fazer uma
previsdo experimental, somente p,, depende do tempo de
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espalhamento t, e p,, — 0 conforme 0s processos de espalhamento se -

tornam menos importantes e T — oo . A figura ao lado, plotarmos as
duas resistividades como uma fungdo do campo magnético.
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- Efeitos Hall Quanticos

Agora entendemos a expectativa classica. E, claro, essa expectativa é confirmada sempre que
podemos confiar na mecanica classica. Mas o mundo é governado pela mecanica quéantica. 1sso
se torna importante em baixas temperaturas e fortes campos magnéticos, onde coisas mais
interessantes podem acontecer.

E atil distinguir entre dois efeitos Hall quénticos diferentes que estdo associados a dois
fendmenos relacionados. Estes sdo chamados de efeitos Hall quénticos inteiros e fracionarios.
Ambos foram descobertos experimentalmente e sé posteriormente entendidos teoricamente.

O Hamiltoniano para um elétron ndo-relativistico movendo-se em duas dimensdes em um

2
campo magnético perpendicular é dado por H = % (p + %) , Onde m,;, é a massa efetiva
b

do elétron. Escolhendo o calibre simétrico A = ? = g(—y, x,0) e tomando as unidades de

comprimento como o comprimento magnético [ = \/hc/eB = 1, o Hamiltoniano se torna

H = hw, (a*a + %) o nde hw, = heB/m;c é aenergia do ciclotron, e os operadores de escada

N .. 1 (z d 1 a
sdo definidos como, a' = —(5 -2 —) e a= —(5 +2 —) em termos das coordenadas
NVAV 0z NVAV 0z

complexasz = x — iy =re % e 7 = x + iy = re~*?. Definicdo adicional b = \%G + 2%) e

bt =%(§—2%) pode-se verificar que [a,a’]=1 e [b,bT] =1 e todos os outros

comutadores desaparecem. Os niveis de Landau (LL) de indice n s3o autovalores de ata e o
componente z do operador momento angular é definido como

L= —ihaa—g = —a(b*b —a’ta) = —am, com m = —n,—n+1,...0,1, .. no nt* LL. Os auto
estados de uma Unica particula sdo obtidos da maneira padrdo por aplicacdes sucessivas de
()™ (@h)"

J(m+n)nl

operadores de escada, |n,m) = |0,0), com valores proprios da energia

En=ha)c(n+%).

A degenerescéncia LL pode ser obtida considerando-se uma regido de raio R centrada na origem
e perguntando quantos estados de particulas individuais estdo dentro dela. Para o LLL, 0
autoestado |0, m), tem seu peso localizado no circulo de raio r = v/2m. . O maior valor de m
para 0 qual o estado de uma Unica particula cai dentro de nossa regido circular é dado por
M = R?/21?, que também é o nimero total de auto estados de particula Ginica no LLL que estdo
dentro do disco (negligenciando as correcdes de ordem um). Assim, a degenerescéncia por
unidade de area é M/mR? = 1/(2ml?) = B/ ¢, que é o nimero de quanta de fluxo (com um
quantum de fluxo Unico definido como ¢, = hc/e) penetrando a amostra através de uma area
unitaria. O fator de preenchimento, que é o niamero nominal de LLs preenchidos, é igual ao
nimero de elétrons por quantum de fluxo, dado por: v = p/(B/¢,) = 2ml?p, onde p é a
densidade dos estados eletrénicos em 2D.



11.1- Efeitos Hall Quanticos Inteiro (IQHE)

Os primeiros experimentos explorando o regime quéantico do a2 4 e 8 b u u
efeito Hall foram realizados em 1980 por von Klitzing. Pocaf
Quando plotada em funcdo do campo magnético B, a resisténcia e
de Hall exibe numerosos platds nos quais seus valores séo
precisamente quantificados. A observacao de planaltosem Ry %
onde n s&o inteiro [1]. O plato caracterizado pelo inteiro n ocorre Wﬂﬁﬂ PN I U
na vizinhanca de v = Be/phc = n. Na regido do planalto, a T eereem

c oA s . . . . A .
resisténcia longitudinal exibe um comportamento de Arrhenius:R,.,~exp (— m) Isto dduma
B

escala de energia A, que é interpretada como uma lacuna no espectro de excitacdo. R, tende
para zero no limite de T — 0, indicando transporte sem dissipacdo. O IQHE € bem entendido
porque pode ser explicado em um modelo de elétrons ndo-interativos. Sua explicacdo por
Laughlin [5] envolve dois ingredientes nomeadamente, o aparecimento de um gap em um
sistema puro em v = n, que se origina devido a formacéo de LLs, e a presenca de desordem e
impurezas, que produz uma reservatorio de estados localizados nos gaps da energia, necessarios
para o estabelecimento de platés quantizados.

Thouless e colaboradores [4] esclareceram a natureza topoldgica do IQHE considerando o
problema na presenca de um potencial periédico e mostrando que a condutancia Hall (em
unidades de e?/h) de uma banda completa é um invariante topoldgico, ou seja, € um niimero
Chern. Esse entendimento serviu como motivacdo para os desenvolvimentos que levam aos
isolantes topolégicos.

O valor de v é medido como sendo um inteiro com uma precisdo extraordinaria - algo como
uma parte em 10°. A quantidade 2rh/e? é chamada de quantum de resistividade. Agora é
usado como padrdo para medir a resistividade. Além disso, o efeito Hall quantico inteiro é agora
usado como base para medir a razdo das constantes fundamentais, 2h/e? as vezes referida
como a constante de von Klitzing.

Acontece que os planaltos devem sua existéncia a mais um pouco de fisica: desordem. Isso
ocorre porgue as amostras experimentais contém impurezas que podem ser modeladas pela
adicdo de um potencial aleatorio V(x) ao Hamiltoniano. Um segundo efeito da desordem,
transforma muitos dos estados quanticos de estendido para localizado. Aqui, um estado
estendido € espalhado por todo o sistema. Em contraste, um estado localizado € restrito a estar
em alguma regido do espaco.

Il .2- O Efeito Hall Quantico Fracionario

O fendmeno do FQHE refere-se a observagdo de platés quantizados na resisténcia Hall em
Ry = % , com f fracionario. O platd caracterizado pela fracdo f € centrado no fator de

preenchimento v = f. A resisténcia longitudinal exibe comportamento ativo na regido dos
platds, com R, ~e~2/2k8T desaparecendo exponencialmente @ medida que a temperatura tende
para zero, indicando a presenca de um gap A no espectro. O campo do FQHE comegou com a
observacdo de 1982 do v = 1/3 por Tsui et al. [3] e sua explicacdo em 1983 por Laughlin [5],
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através da introducdo de uma elegante funcdo de onda
de ansatz para os estados fundamentais em
preenchimentos LL v = 1/m (m impar):

hli
wimsttn = | (- 2)"exv [——Zw]

j<k

Como as condigOes experimentais foram melhoradas
reduzindo a desordem e diminuindo a temperatura, um

Hall Resistarnce

grande namero de fracdes adicionais se revelaram nos
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anos subsequentes.

A explicacdo do FQHE requer uma consideracdo da interacdo entre elétrons. O Hamiltoniano
para interacao de elétrons em um campo magnéetico € dado por

H=) - [hv +24 ]2+ezz - +)U +oE
~Li2myli U T ¢ () € ¢ |r.—rk| : () 277
j j<k'J j

U(r) é um potencial de um corpo que incorpora os efeitos do fundo e desordem positivos
uniformes, € € a constante dielétrica do semicondutor do host, e o sptitting de Zeeman é definida
como E, = 2gu.B.S, sendo g o fator de Landé. Tedricos tipicamente consideram o limite
conveniente de grandes campos magnéticos onde ((e?/el)/hw, = 0 ¢ ((e?/el)/E; - 0
.entdo todos os elétrons que ocupam LLL tém o mesmo spin. Desligando a desordem e
suprimindo o termo de fundo, e usando ez/el e [l como as unidades de energia e comprimento,

0 Hamiltoniano torna-se H = Py, ¥ i<k = |PLLL, onde P;;; denota projecdo de LLL.

Apesar da aparente simplicidade desse hamiltoniano, o problema de FQHE é ndo trivial porque
ndo contém nenhum parametro pequeno; De fato, a teoria ndo tem nenhum parametro. Quando
confrontados com um sistema de interacdo de elétrons, nossa compreensdo teorica depende da
disponibilidade de um estado de referéncia. Por exemplo, a teoria de Bardeen-Cooper-
Schrieffer (BCS) comega com o mar Fermi ndo-interativo, ou seja, o estado normal, e procura
por uma instabilidade devido a uma interacdo atrativa fraca [5].

O efeito da interacdo € fundamentalmente ndo-perturbativo, porque uma interacdo
arbitrariamente fraca de Coulomb (como pode ser organizada tomando-se uma constante
dielétrica muito grande e) abre brechas em alguns fatores de preenchimento especiais.

Essas observagdes levantam muitas questdes. Qual mecanismo fisico que esta por tras da
origem do FQHE? Por que os gaps se abrem em uma LL parcialmente preenchida? Por que
tantas fracdes sdo observadas? Por que a maioria deles tem denominadores impares? Por que
ndo hd FQHE em 1/2, a fragdo mais simples? Qual é o papel do spin? Quais polarizacGes de
spin sdo possiveis? Por que o segundo LL mostra FQHE com uma fra¢do de denominador par
5/2? Como podemos calcular, de forma confiavel, intervalos, dispersdes de excitons,
polarizacBes de spin, funcdes de resposta? Que fenémenos além do FQHE surgem? Houve
progresso em responder a muitas dessas perguntas a partir do entendimentos dos férmions
composto.



Teoria dos Férmions Composto

A teoria dos férmions compostos (CF) comecga com a antecipacdo de que o FQHE e o IQHE
podem ser unificados, o que é motivado pelo fato experimental de que ndo ha distin¢do
qualitativa entre as observacdes dos planaltos inteiro e fracionario. Como o IQHE é uma
propriedade de elétrons que interagem fracamente, uma compreensao do FQHE como um IQHE
exigiria o surgimento de certos férmions que estdo interagindo fracamente.2 Essas particulas
foram identificadas e sdo chamadas de CFs. Os fundamentos da teoria da CF sdo os seguintes:

Cada elétron captura um nimero par (2p) de vortices quantizados para se transformar em novas
particulas chamadas CF's.

Os CFs interagem muito mais fracamente que os elétrons e, em muitas situacdes, podem ser
tratados como particulas quase livres. Sua propriedade mais fundamental é que, como resultado
dos vartices conectados, eles experimentam um campo magnético efetivo, B* = B — 2pp¢, €

*

. Levando em conta

por isso é possivel derivar o fator de preenchimento fracionario v = P~

a formacdo dos férmions compostos (CF's), isto permite a unificacdo do FQHE e do IQHE néao
apenas explica o fenémeno que o motivou, mas tem consequéncias inesperadas.

Concluséao

* Devido a esse tipo de comportamento impressionante, o efeito Hall quéntico tem sido uma
fonte constante de novas ideias, fornecendo dicas de onde procurar por fenémenos interessantes
e novos, a maioria deles relacionada as maneiras pelas quais a matematica da topologia colide
com a fisica quéntica

Uma unificacdo do FQHE e do IQHE ndo apenas leva a explicacdo do FQHE, mas também
prevé uma nova classe de férmions, chamados férmions compostos.

* Esse entendimento revela uma estrutura subjacente que engloba varios outros fenomenos.
Férmions compostos foram observados diretamente em Vvarios experimentos e seus varios
nameros quanticos foram medidos.

* A teoria de férmions compostos fornece explicagdes para um grande nimero de fatos a partir
de um Unico principio, e produz nimeros extremamente precisos sem quaisquer parametros
ajustaveis.
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